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Özet : En Küçük Kareler Yöntemi (EKKY)�nin Gauss � Markoff modeline 
uygulanarak elde edilen jeodezik denklem sisteminin (normal denklem sistemi, 
NDS) çözümü jeodezinin uzun yõllar önemli problemlerinden biri olmuştur. Bunda 
en önemli etken hesaplama araçlarõnõn kapasite ve yoğun veri işlemedeki 
yetersizlikleriydi. Bugün için modern bilgisayarlarõn ve bunlarõn hõzlõ veri işleme 
yeteneklerinin geliştirilmesi, sorunu kõsmen çözmesi yanõnda bazõ problemleri de 
beraberinde getirmiştir. NDS�nin çözümü için direkt ve iteratif yöntemler 
kullanõlabilir. Ayrõca NDS�de sõfõrlarõn  yoğun olmasõ gibi özel durumlarda, 
denklemler bant denklemler haline dönüştürülür. Bant denklem sistemleri 
�sparse� sistemler olarak da adlandõrõlõr.Bu sistemlerin kendilerine özgü çözüm 
yöntemleri vardõr. NDS�nin bilgisayar ortamõnda çözümü için kullanõlacak 
yöntemin seçiminde; yöntemin uygulanmasõyla yapõlacak aritmetik işlemlerin 
sayõsõ, stabil sonuçlar üretmesi gibi kriterler karşõlaştõrmada kullanõlõr. Bu 
çalõşmada 300 noktadan oluşan ve tüm kenarlarõ ölçülmüş gibi simule edilmiş bir 
jeodezik ağa ait normal denklem sisteminin direkt yöntemlerle çözümleri zaman ve 
hesaplanacak büyüklüklerin sayõsal değerleri bakõmõndan karşõlaştõrõlmõştõr. 

1. GİRİŞ 

Normal denklem sitemi, En Küçük Kareler Metodu�nun, Jeodezide gözlemler ile 
tahmin edilmesi gereken bilinmeyenler arasõndaki fonksiyonu ve ölçülerin 
stokastikliğini veren Gauss-Markoff Modeli (GMM)�ne uygulanmasõ ertesinde; 

lPAxAPA TT =)(               (1) 

şeklinde elde edilir. (1) eşitliğinde geçen  

A  : Düzeltme denklemlerinde bilinmeyenlere ait )( un ×  boyutlu katsayõlar matrisi, 

P   : Ölçülere ait ağõrlõk matrisi, 

l  : Küçültülmüş ölçüler vektörüdür. 

(1) eşitliğinin sol tarafõnda parantez içinde verilen terim, normal denklemler 
bilinmeyenlerine ait katsayõlar matrisi ( N ) ve eşitliğin sağ tarafõ ise yalõn terimler 
vektörü ( n ) olarak adlandõrõlõr. x  bilinmeyenler vektörünün elde edilebilmesi için 
normal denklem sisteminin tersinin hesaplanmasõ gerekmektedir. Bu, sadece çözüm 
vektörünün değil aynõ zamanda bu vektöre ait elemanlarõn doğruluklarõnõn elde 
edilebilmesi için de zaruridir. Küçük boyutlarda bu sistemin inversini elde etmek çok 
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problemli değildir. Ancak boyut büyüdükçe sistemin stabilitesinin, yani çözümün 
güvenilirliği sorgulanmalõdõr.  

GMM�nde kestirilmesi gereken büyüklükler, yani bilinmeyenler ve bunlarõn varyans-
kovaryans matrisinin elde edilmesinde matematikte lineer denklem sistemlerinin 
çözümünde olduğu gibi bir çok yöntem bulunmaktadõr. Bu yöntemler direkt ve iteratif 
yöntemler olarak bilinir. Direkt yöntemlerde aranan büyüklükler, doğrudan veya 
rekursif bir algoritma olmadan hesaplanabilirler. İteratif yöntemlerde ise seçilen 
yaklaşõk değerlerin iyi seçilip seçilmediğine bakõlmaksõzõn sistemin çözümüne tek bir 
adõmda değil birden çok adõm sonrasõnda ulaşõlõr. İteratif yöntemler normal denklem 
sisteminin inversinin aranmadõğõ durumlarda direkt yöntemlere alternatif olarak 
kullanõlabilir. Zira direkt yöntemlerde 3n �ün katlarõ kadar aritmetik işlem gerekirken, 
iteratif yöntemlerde bu sayõ 2n  olmaktadõr. Örneğin 1000 bilinmeyenli bir ağda işlem 
sayõsõ için gerekli süre 1000 kat azalmaktadõr. 

Büyük boyutlu ağlarda normal denklemlerin elde edilmesi de ayrõ bir problem 
olmaktadõr. Çünkü fonksiyonel modelin katsayõlar matrisinde sõfõrlõ eleman, sõfõrdan 
farklõ elemanlarõn sayõsõndan oldukça fazladõr. 

 Bu çalõşmada yukarõda bahsedilen bilgi ve problemler dikkate alõnarak direkt 
yöntemlerin ne olduklarõ ve özel bir duruma sahip seçilen büyük bir ağda normal 
denklemlerin kõsa sürede oluşturma yöntemi sunulmuştur. Ayrõca normal denklemlerin 
direkt yöntemlerle çözümleri, zaman ve stabilite bakõmõndan karşõlaştõrõlmõştõr. 

2. JEODEZİK NDS�NİN YAPISAL ÖZELLİKLERİ 

Normal denklem katsayõlar matrisi N bir kare matris olup, ana köşegene göre TNN =  
şeklinde simetriktir. Bu özellik çözüm yöntemlerinin önemli derecede sadeleşmelerini 
sağlar. Normal denklem sisteminin katsayõlar matrisine ait karesel form, 0>xNxT  
şeklinde daima pozitif definitdir. Yani, N matrisinin ana köşegen elemanlarõnõn  
genellikle pozitif olmasõ, ana köşegen dõşõndaki elemanlarõnõn kareleri 2

ikn  ile köşegen 
üzerindeki iin  ve kkn  elemanlarõ arasõnda kkiiik nnn ×<2 eşitsizlik ilişkisinin 
bulunmasõna ve N �nin her satõrõndaki mutlak değerce en büyük elemanõnõn ilgili 
satõrõnõn ana köşegeni üzerinde bulunmasõnõ sağlar. Bu özellik çözüm yöntemlerinin 
uygulanmasõnda pivotlama yapma  zorunluluğunu ortadan kaldõrõr. Normal denklem 
katsayõlar matrisinin her satõrõndaki ana köşegen üzerindeki elemanõn sayõsal değeri, 
elemanlarõn mutlak değerleri toplamõnõn sayõsal değerinden büyükse köşegen 
dominantlõk belirgindir denir.  

Bu özellik 
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şeklinde gösterilir. Dominantlõk zayõf ise (2)�deki eşitsizlik, eşitlik halini alõr[Schmitt, 
1973; Ayan, 1979; Benning, 1974]. Jeodezik NDS�de geçerli olan köşegen dominantlõğõ 
pozitif definitlik için de yeterli bir göstergedir. 

Lukacs [1971] NDS�ye ilişkin analizlerinden şu bulgularõ sõralamaştõr: 

1. NDS�nin ana köşegen elemanlarõnõn hepsi daima pozitifdir. Ana köşegen dõşõndaki 
elemanlarõn işareti pozitif veya negatif olabilir, 

2. Ana köşegen elemanlarõ, ana köşegen dõşõndaki elemanlarõn mutlak değerlerinin 
yaklaşõk on katõ büyüklüğündedir, 

3. Ana köşegen elemanlarõnõn büyüklükleri en çok 103 çarpanõ kadar yani (10 � 1000) 
birbirlerinden farklõdõr. 

Normal denklem bilinmeyenlerinden bir kaçõnõn indirgenmesinden sonra elde edilecek 
yeni denklemlerde normal denklem özelliklerini taşõr [Ulsoy 1974]. 

3. JEODEZİK NDS ÇÖZÜM YÖNTEMLERİ 

(1) şeklindeki normal denklem siteminin bilgisayar ortamõnda çözümü için kullanõlacak 
yöntemin ve/veya yöntemlerin seçimindeki kriterlerden biri, çözüm vektörünün 
eldesinde yapõlan arimetik işlem sayõsõdõr. Diğer bir kriter ise, yuvarlatma hatalarõndan 
az etkilenmesi ve aranan büyüklüklerin güvenilir bir şekilde elde edilmesidir. 
Elemanlarõ nnN ×ℜ∈  ve nn ℜ∈ şeklinde olan (1) sisteminin çözümünün varlõğõ ve 
tekilliğinin garanti altõna alõnmasõnõn koşullarõ : N �nin tersinin alõnabilir ve 

nN =)(rank  olmasõdõr. (1) sisteminin çözümü Cramer kuralõna göre; 

nj
N

x j
j ,,3,2,1,

)(det
K=

∆
=             (3) 

şeklinde elde edilir. Buradaki; Nj   ,∆ �nin ⋅j  sütunu elemanlarõ yerine sağ taraftaki n  
vektörünün yazõlmasõyla oluşturulan matrisin determinant değeridir. (3) formülü 
pratikte determinant değerinin hesabõndaki işlem adedinin çokluğundan dolayõ tercih 
edilmez. Çünkü bilinmeyenlere ulaşmak için )!1( +n  kadar aritmetik işlemin yapõlmasõ 
zorunludur. Bu olumsuz durum gözönüne alõnarak Cramer kuralõna alternatif yöntemler 
geliştirilmiştir [Quarteroni ve diğ., 2002]. Eğer (1) sisteminin çözümü için adõmlarõn 
sayõsõ sonlu ise direkt yöntemler, teorik olarak çözüm adõmlarõnõn sayõsõ sonsuz ise 
iteratif yöntemler olarak adlandõrõlõr. 

3.1 Gauss Eliminasyon Yöntemi 

Direkt yöntemlerden Gauss eliminasyon yöntemine göre  (1) sistemi çözülürken 
katsayõlar matrisi N ,bilinmeyenlerin en son denklemde sadece son bilinmeyen kalacak 
şekilde sistematik olarak yok edilmesi sonucunda bir U  üst üçgen matrise, n ise b  gibi 
bir vektöre dönüştürülür. 
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yönteminde n adet bilinmeyeni çözmek için gereken aritmetik işlem sayõsõ 3/4 3n dur 
[Press ve diğ., 1999].  

3.2 Cholesky Yöntemi 

Bu yöntemde N = UU T  alt ve üst üçgenlerin çarpõmõ şekline dönüştürülür. Alt ve üst 
üçgen elemanlarõ ise 
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şeklinde hesaplanõr. İnvers hesabõ, 
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eşitlikleriyle bulunur. 

3.3 SVD Tekil Çarpanlara Ayõrma Yöntemi  

Bu yöntemde N katsayõlar matrisi TWVUN = şeklinde çarpanlara ayrõlõr. Burada 
U alt üçgen matris, V  köşegen matris ve TW ise üst üçgen matrisdir. N  simetriklik 
özelliğinden dolayõ WU =  olur. Bu durumda TUVUN = şekline dönüşür. (1) 
sistemine ait katsayõlar matrisi çarpanlarõna ayrõldõktan sonra, sitemin çüzümü; 

zxUyxUVnxUVU TTT === ,,  

şeklinde gerçekleştirilir. Bilinmeyenler vektörünün çözümü için gereken aritmetik işlem 
sayõsõ )( 2 nn + kadardõr. 
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3.4 QR Yöntemi 

Bu yöntemde ise (1) siteminin N matrisi N = RQ şeklinde çarpanlara ayrõlõr. Burada R  

üst üçgen matris,Q  ise ortogonal bir matrisdir. IQQT = ve QQT = dir. Bilinmeyenler 
vektörü, 

)(1 nQRx T−=  

şeklinde elde edilir. 

Yukarõda özellikleri ana hatlarõyla verilen bu üç metoda ait ayrõntõlõ bilgi için sayõsal 
matematik kitaplarõna başvurulabilir. 

(1) sisteminin norm hesabõ için önce N �nin determinantõ,  
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şeklinde hesaplanõr.  

Eğer  N  <<  1 ise (1) sistemi tekildir.Yani, N = 0 dõr.Bu durumda yuvarlatma 
hatalarõnõn çözüm kümesi elemanlarõ üzerindeki olumsuz etkisini azaltmak için 
bilgisayarda kullanõlan kayan nokta aritmetiğine göre, ondalõk rakam sayõsõ yani dijit 
sayõsõ için ayrõlan yer artõrõlarak gerçek çözüm elemanlarõna yakõn elemanlar elde edilir. 
Ayrõca (1) sisteminin N ve n elemanlarõnda yapõlacak küçük değişiklikler, n çözüm 
kümesi elemanlarõnda büyük değişikliklere neden oluyorsa, N ve n elemanlarõnõn 
eldesin de kullanõlan jeodezik ölçülerin duyarlõklõ yapõlmasõ gerektiği gibi, bu 
ölçülerden birinde yapõlacak duyarlõk hatasõ çözüm kümesi elemanlarõnõn gerçek 
değerlerinden çok farklõ olmasõna neden olabilir.      

4. ÖRNEK IGS AĞI ÜZERİNDE YÖNTEMLERİN UYGULANMASI 

Bahsedilen yöntemleri karşõlaştõrmak amacõyla Şekil 1�de verilen 300 adet yeryüzüne 
dağõlmõş noktadan oluşmuş bir kenar ağõ kullanõlmõştõr. Ağ, IGS (International GPS 
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Service) adlõ kuruluş tarafõndan işletilmektedir. Bu ağda 30 s aralõklarla GPS gözlemleri 
(bazõ istasyonlarda GPS�in Rus eşdeğeri GLONASS gözlemleri de) toplanmaktadõr. 

Ağda noktalar arasõndaki bütün kenarlarõn ölçüldüğü varsayõlmõş ve bu amaçla 
istasyonlarõn yaklaşõk koordinat değerlerinden bu kenarlar hesaplanmõştõr. Normal 
denklem sisteminin doğruluğunu kontrol etmek için bu yaklaşõk kenarlara normal 
dağõlõmlõ bir raslantõsal vetör eklenerek ölçüler simule edilmiştir (Şekil 2). Ağda en kõsa 
kenar 2 km en uzun kenar ise 12700 km civarõnda olup, yeryüzü yarõçapõnõn yaklaşõk iki 
katõdõr. Ağdaki tüm ölçülerin sayõsõ 44850 adettir. Stokastik modelin oluşturulmasõnda 
sabit istasyonlarla 24 saatlik gözlem ile günümüzde elde edilen doğruluk 

ppb 1.5  mm 3  ms +=  alõnmõştõr. Böylece ölçüler ve bu ölçülere ait varyans-kovaryans 
matrisi olan bir sistem elde edilmiş olup, Gauss�Markoff modeli uygulanabilir. 

 

Şekil 1. Uygulama Ağõ  

Normal denklemlerin oluşturulmasõnda karşõlaşõlan en büyük problem; düzeltme 
denklemlerindeki katsayõlar matrisi A  ile kendisinin transpozesi olan TA  nin çarpõmõ 
olmuştur. Bu; 90044850 ×  boyutlu iki matrisin çarpõmõ demektir ki, salt çarpõm 
sonucunda bütün işlemler yapõlõrsa ve elde edilecek normal denklem matrisinin simetrik 
olma özelliği de dikkate alõnõrsa 2/)1( +×× uun  formülüyle yaklaşõk 18 milyar çarpma 
işlemi yapõlmasõnõ gerektirir. Bunun yanõnda yapõlacak toplama işlemi de 

2/)1()1( +××− uun  

 

 

 

 

 

Şekil 2. Yaklaşõk Kenarlara Eklenen Değerlerin Dağõlõmõ 
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bağõntõsõyla hesaplanõrsa, yapõlacak aritmetik işlem sayõsõ yaklaşõk 36 milyar olacaktõr. 
Bir başka deyişle kullanõlan bilgisayar 36 milyar flop operasyon yapacaktõr (burada flop 
türetme bir kelime olup ( Floating Point ) informatik alanõnda sõkça kullanõlmaktadõr). 
Normal denklemleri kõsa sürede elde edebilmek için A  katsayõlar matrisinin 
özelliğinden yararlanõlmõştõr. Şekil 3�den de görüleceği üzere A katsayõlar matrisi her 
satõrõnda  6 eleman içermektedir.  Bu matrisin transpozesi ile çarpõmõnda bir noktaya ait 
6 eleman için (aslõnda 9�dur ancak matrisin simetriklik özelliğinden yalnõzca üst üçgen 
kõsmõ düşünülürse 6�ya iner) 3 çarpõm yapõlacaktõr. Bu noktanõn, diğer noktalarla olan 
ilişkisini ifade etmek için ise tek çarpõm yeterli olmaktadõr. A �nõn sõfõrdan farklõ 
satõrlarõ, TA �nin ise sõfõrdan farklõ sütunlarõ vektör şeklinde depolanmõştõr. A  
matrisinin bu özelliği kullanõlarak geliştirilen bir algoritma vasõtasõyla gerekli aritmetik 
işlem sayõsõ yaklaşõk 144000�e düşmektedir. Bu da 36 Milyar işlemden 250000 kat daha 
azdõr. 
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Şekil 3. Katsayõlar matrisinin sembolik gösterimi 

3. Bölümde kõsaca bahsedilen üç yöntemin çözümlerinin yapõlmasõ amacõyla yukarõdaki 
algoritma kullanõlmak suretiyle Şekil 1�deki ağa ait NDS oluşturulmuştur. Uygulama 
MATLAB Makro dili kullanõlarak PII 350 MHz işlemcili bir bilgisayarda yapõlmõştõr. 
Elde edilen NDS matrisi rank defektine sahip olup bu sayõ 6�dõr. Çözümün 
yapõlabilmesi için NDS�nin sõfõr uzayõ G  ile genişletilerek (1) sistemi aşağõdaki gibi 
elde edilir. Burada serbest ağ çözümü uygulandõğõndan N �nin sõfõr uzayõndan 
bahsedilmektedir. 
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Yukarõdaki eşitliğin sağ tarafõnõn aynen uygulanmasõ halinde indirgemede sistemin rank 
düşüklüğü değişmediğinden, yani genişletilmiş sistemde lineer bağõmlõ satõr ve 
sütünlarõn olmasõ nedeniyle indirgeme mümkün olmamaktadõr. Sistemin rank defekti 
ancak bir toplama veya çõkarma işlemi ile giderilebilir. Bu durumda invers alma işlemi, 
defekti olmayan GGN T+   için yapõlmalõdõr. 

5. SONUÇLAR 

Çalõşmada ele alõnan örnek bir ağ için direkt yöntemlerin değişik çözüm yöntemleri 
karşõlaştõrõlmõştõr. Çözümler zaman açõsõndan farklõlõklar göstermektedir. Çözümlerin 
doğruluklarõ, Gauss�un indirgeme metodu kullanõlarak karşõlaştõrõlmõştõr. Her üç çözüm 
de yuvarlatma hatasõ mertebesinde sonuçlar üretmiştir (Bkz. Şekil 4). Şekil 5�te 
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Cholesky ve SVD yöntemleriyle hesaplanan bilinmeyenlere ait kofaktörler matrisinin 
farklarõ görülmektedir. Yalnõz katsayõlar matrisinin dijit sayõsõnõn 11�in altõnda alõnmasõ 
durumunda elde edilen NDS�nin lineer bağõmlõ satõr ya da sütünlarõn sayõsõ azalmakta 
bu da sistemin çözümünü olanaksõz kõlmaktadõr. Maksimum kenar uzunluğu 4 km olan 
yerel bir ağda aynõ durum dijit sayõsõnõn 7�den az olmasõ durumunda da gözlenmiştir. 
Dolayõsõyla minimum dijit sayõsõnõn bu şekilde değişim göstermesinin, ağõn boyutuyla 
ilgili olduğu düşünülmektedir.  

SVD çözüm yöntemiyle, diğer iki yönteme nazaran sonuçlar daha uzun sürede elde 
edilmesine karşõn, ağa ilişkin global doğruluk ölçütü, sistemin kondisyonunun hesabõ 
gibi büyüklüklerin elde edilmesinde kaçõnõlmaz metoddur. Cholesky metodunun kendisi 
matematikte sõk ancak jeodezide nadir karşõlaşõlan pivotlama stratejisine sahiptir ve bu 
metodla Tablo 1�den de görüleceği üzere diğer metodlara göre en kõsa sürede sonuç 
üretmektedir. 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 4. Gauss ve Cholesky yöntemleriyle elde edilen bilinmeyen vektörünün karşõlaştõrõlmasõ 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 5. Cholesky ve SVD yöntemleriyle elde edilen kofaktörler matrisinin karşõlaştõrõlmasõ 
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Tablo 1. Farklõ yöntemlerin çözüm süreleri (sn biriminde) 

Yöntem Çarpanlara 
Ayõrma 

Ters Alma Toplam 

SVD 192.8 47.9 240.7 

QR 29.9 30.8 60.7 
Cholesky 3.7 46.8 50.5 
Gauss - - 5170.0 
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