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Ozet : En Kiigiik Kareler Yontemi (EKKY)'nin Gauss — Markoff modeline
uygulanarak elde edilen jeodezik denklem sisteminin (normal denklem sistemi,
NDS) ¢oziimii jeodezinin uzun yillar onemli problemlerinden biri olmugstur. Bunda
en onemli etken hesaplama araglarimin kapasite ve yogun veri islemedeki
yetersizlikleriydi. Bugiin icin modern bilgisayarlarin ve bunlarin hizli veri isleme
yeteneklerinin gelistirilmesi, sorunu kismen ¢ozmesi yaninda bazi problemleri de
beraberinde getirmistir. NDS’nin ¢oziimii icin direkt ve iteratif yontemler
kullamilabilir. Ayrica NDS’de sifirlarin  yogun olmast gibi ozel durumlarda,
denklemler bant denklemler haline doniistiiriiliir. Bant denklem sistemleri
“sparse” sistemler olarak da adlandirilir.Bu sistemlerin kendilerine 6zgii ¢6ziim
yontemleri vardwr. NDS’nin bilgisayar ortaminda ¢oziimii i¢in kullanilacak
yontemin secgiminde; yontemin uygulanmasiyla yapilacak aritmetik islemlerin
sayisi, stabil sonuglar iiretmesi gibi kriterler karsilastirmada kullanmilir. Bu
calismada 300 noktadan olusan ve tiim kenarlar 6l¢iilmiis gibi simule edilmis bir
jeodezik aga ait normal denklem sisteminin direkt yontemlerle ¢oziimleri zaman ve
hesaplanacak biiyiikliiklerin sayisal degerleri bakimindan karsilastirilmistir.

1. GIRiS

Normal denklem sitemi, En Kiiciik Kareler Metodu’nun, Jeodezide gozlemler ile
tahmin edilmesi gereken bilinmeyenler arasindaki fonksiyonu ve Olgiilerin
stokastikligini veren Gauss-Markoff Modeli (GMM)’ne uygulanmas: ertesinde;

(4" PA)x=4"Pl (1)

seklinde elde edilir. (1) esitliginde gecen

A : Diizeltme denklemlerinde bilinmeyenlere ait (7 Xu) boyutlu katsayilar matrisi,

P : Olgiilere ait agirlik matrisi,

[ : Kigciltilmis Olgiiler vektoriidiir.

(1) esitliginin sol tarafinda parantez iginde verilen terim, normal denklemler
bilinmeyenlerine ait katsayilar matrisi (/N ) ve esitligin sag tarafi ise yalin terimler
vektorii (n) olarak adlandirilir. x bilinmeyenler vektoriiniin elde edilebilmesi i¢in

normal denklem sisteminin tersinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bu, sadece ¢oziim
vektoriiniin degil aym1 zamanda bu vektore ait elemanlarin dogruluklarinin elde
edilebilmesi i¢in de zaruridir. Kiigiik boyutlarda bu sistemin inversini elde etmek ¢ok
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problemli degildir. Ancak boyut biiyiidiikce sistemin stabilitesinin, yani ¢oziimiin
giivenilirligi sorgulanmalidir.

GMM’nde kestirilmesi gereken biiyiikliikler, yani bilinmeyenler ve bunlarin varyans-
kovaryans matrisinin elde edilmesinde matematikte lineer denklem sistemlerinin
¢Ozlimiinde oldugu gibi bir ¢ok yontem bulunmaktadir. Bu yontemler direkt ve iteratif
yontemler olarak bilinir. Direkt yontemlerde aranan biiyiikliikler, dogrudan veya
rekursif bir algoritma olmadan hesaplanabilirler. Iteratif ydntemlerde ise secilen
yaklasik degerlerin iyi segilip se¢ilmedigine bakilmaksizin sistemin ¢oziimiine tek bir
adimda degil birden cok adim sonrasinda ulasilir. Iteratif yontemler normal denklem
sisteminin inversinin aranmadigi durumlarda direkt yontemlere alternatif olarak
kullanilabilir. Zira direkt yontemlerde »’’iin katlar1 kadar aritmetik islem gerekirken,
iteratif yontemlerde bu say1 n” olmaktadir. Ornegin 1000 bilinmeyenli bir agda islem
sayist i¢in gerekli siire 1000 kat azalmaktadir.

Biiyilk boyutlu aglarda normal denklemlerin elde edilmesi de ayr1 bir problem
olmaktadir. Ciinkii fonksiyonel modelin katsayilar matrisinde sifirli eleman, sifirdan
farkli elemanlarin sayisindan oldukga fazladir.

Bu c¢alismada yukarida bahsedilen bilgi ve problemler dikkate alinarak direkt
yontemlerin ne olduklar1 ve 6zel bir duruma sahip secilen biiyiik bir agda normal
denklemlerin kisa siirede olusturma yontemi sunulmustur. Ayrica normal denklemlerin
direkt yontemlerle ¢oziimleri, zaman ve stabilite bakimindan karsilastirilmistir.

2. JEODEZIK NDS’NiN YAPISAL OZELLIiKLERIi

Normal denklem katsayilar matrisi N bir kare matris olup, ana kdsegene gére N = N’
seklinde simetriktir. Bu 6zellik ¢6ziim yontemlerinin énemli derecede sadelesmelerini
saglar. Normal denklem sisteminin katsayilar matrisine ait karesel form, x' N x>0
seklinde daima pozitif definitdir. Yani, N matrisinin ana kdsegen elemanlarinin
genellikle pozitif olmasi, ana késegen disindaki elemanlarmin kareleri 7, ile kdsegen

iizerindeki n, ve =n, elemanlar1 arasinda n, <n, Xn, esitsizlik iliskisinin
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bulunmasina ve N ’nin her satirindaki mutlak degerce en biiylik elemaniin ilgili

satirinin ana kosegeni iizerinde bulunmasinmi saglar. Bu 6zellik ¢6ziim yontemlerinin
uygulanmasinda pivotlama yapma zorunlulugunu ortadan kaldirir. Normal denklem
katsayilar matrisinin her satirindaki ana kdsegen iizerindeki elemanin sayisal degeri,
elemanlarin mutlak degerleri toplaminin sayisal degerinden biiyiikse kosegen
dominantlik belirgindir denir.

Bu 6zellik

,i=12,...,n=ln 2)

|”ii| >Z|”ik
k=1

ik
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seklinde gosterilir. Dominantlik zayif ise (2)’deki esitsizlik, esitlik halini alir[Schmitt,
1973; Ayan, 1979; Benning, 1974]. Jeodezik NDS’de gecerli olan kdsegen dominantligi
pozitif definitlik i¢in de yeterli bir gostergedir.

Lukacs [1971] NDS’ye iliskin analizlerinden su bulgulari siralamastir:

1. NDS’nin ana kosegen elemanlarinin hepsi daima pozitifdir. Ana kdsegen disindaki
elemanlarin isareti pozitif veya negatif olabilir,

2. Ana kosegen elemanlari, ana kdsegen disindaki elemanlarin mutlak degerlerinin
yaklasik on kat1 biiyiikliigiindedir,

3. Ana kosegen elemanlarinin biiyiikliikleri en ¢ok 10° carpan1 kadar yani (10 — 1000)
birbirlerinden farklidir.

Normal denklem bilinmeyenlerinden bir kaginin indirgenmesinden sonra elde edilecek
yeni denklemlerde normal denklem 6zelliklerini tasir [Ulsoy 1974].

3. JEODEZIK NDS COZUM YONTEMLERI

(1) seklindeki normal denklem siteminin bilgisayar ortaminda ¢6ziimii i¢in kullanilacak
yontemin ve/veya yontemlerin se¢imindeki kriterlerden biri, ¢oziim vektoriiniin
eldesinde yapilan arimetik islem sayisidir. Diger bir kriter ise, yuvarlatma hatalarindan
az etkilenmesi ve aranan biiyiikliiklerin gilivenilir bir sekilde elde edilmesidir.

Elemanlar1 NOO"™" ve n[O0O"seklinde olan (1) sisteminin ¢6ziimiiniin varhigl ve
tekilliginin garanti altina almmasmin kosullar1 : N ’nin tersinin alinabilir ve
rank( N ) =n olmasidir. (1) sisteminin ¢oziimii Cramer kuralina gore;

A,
X, = ,
! det(N)

F=123,...n 3)

seklinde elde edilir. Buradaki; A;, N 'nin jUsttunu elemanlari yerine sag taraftaki n

vektoriiniin yazilmasiyla olusturulan matrisin determinant degeridir. (3) formiilii
pratikte determinant degerinin hesabindaki islem adedinin ¢oklugundan dolay1 tercih
edilmez. Ciinkii bilinmeyenlere ulagsmak i¢in (7 +1)! kadar aritmetik igslemin yapilmasi

zorunludur. Bu olumsuz durum g6zoniine alinarak Cramer kuralina alternatif yontemler
gelistirilmistir [Quarteroni ve dig., 2002]. Eger (1) sisteminin ¢6ziimii i¢in adimlarin
sayist sonlu ise direkt yontemler, teorik olarak ¢oziim adimlarinin sayisi sonsuz ise
iteratif yontemler olarak adlandirilir.

3.1 Gauss Eliminasyon Yontemi

Direkt yontemlerden Gauss eliminasyon yontemine gore (1) sistemi ¢oziiliirken
katsayilar matrisi NV ,bilinmeyenlerin en son denklemde sadece son bilinmeyen kalacak

sekilde sistematik olarak yok edilmesi sonucunda bir U iist liggen matrise, nise b gibi
bir vektore doniistiiriliir.
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Bilinmeyenler ise x; =—(b” - Zu!/x jj, i=n-—1,---,1 bigiminde hesaplanir. Gauss

yonteminde n adet bilinmeyeni ¢dzmek igin gereken aritmetik islem sayis1 47’ /3dur
[Press ve dig., 1999].

3.2 Cholesky Yontemi

Bu yontemde N= U’ U alt ve iist iicgenlerin ¢arpimi sekline doniistiiriiliir. Alt ve iist
licgen elemanlari ise

j-l i-1
— _ . . — _ 2A
u; —(nl.j Zuikujkj/ujj. j=Li-1, u, = [n”. u ,kj
k=1

seklinde hesaplanir. Invers hesab,

U'Ux+n=0,Ux=y

seklinde yapilir. Bilinmeyenlerin hesabr ise

k-1 k-1
Ve = _(nk +2Uikyij/Uii, X, = (y; _zUikxkj/Ukk
i=l i=l

esitlikleriyle bulunur.
3.3 SVD Tekil Carpanlara Ayirma Yontemi

Bu yontemde N katsayilar matrisi N =U V W' seklinde carpanlara ayrilir. Burada
U alt iiggen matris, ¥ kosegen matris ve W' ise iist iggen matrisdir. N simetriklik
ozelliginden dolayt U =W olur. Bu durumda N =U V U’ sekline déniisiir. (1)
sistemine ait katsayilar matrisi ¢carpanlarina ayrildiktan sonra, sitemin ¢iiziimii;

Uvu x=n VU x=y, Ux=z

seklinde gerceklestirilir. Bilinmeyenler vektoriiniin ¢oziimii icin gereken aritmetik iglem
sayist (n” + n) kadardur.
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3.4 QR Yontemi

Bu yontemde ise (1) siteminin N matrisi N =R seklinde ¢arpanlara ayrlir. Burada R

list tiggen matris, O ise ortogonal bir matrisdir. QTQ =1ve QT = Q dir. Bilinmeyenler

vektori,
x=R"(Q"n)

seklinde elde edilir.

Yukarida ozellikleri ana hatlartyla verilen bu iic metoda ait ayrintili bilgi i¢in sayisal
matematik kitaplaria basvurulabilir.

(1) sisteminin norm hesab1 i¢in 6nce N 'nin determinanti,

n
— 2 PR —
t, = anj , 1=1L,2,...,n=1-n
=

seklinde normalize edilir. Daha sonra N normu,

LTI ol
meomm N

”N” R L L= t, t
LGTRLCT Gt
: : C :

seklinde hesaplanir.

Eger ||ﬂ|| << 1 ise (1) sistemi tekildir.Yani, |N |= 0 dir.Bu durumda yuvarlatma
hatalarinin ¢6ziim kiimesi elemanlar1 iizerindeki olumsuz etkisini azaltmak icin
bilgisayarda kullanilan kayan nokta aritmetigine gore, ondalik rakam sayis1 yani dijit
say1st i¢in ayrilan yer artirilarak gercek ¢oziim elemanlarina yakin elemanlar elde edilir.
Ayrica (1) sisteminin N ve nelemanlarinda yapilacak kiigiik degisiklikler, n ¢oziim
kiimesi elemanlarinda biiylik degisikliklere neden oluyorsa, N venelemanlarinin
eldesin de kullanilan jeodezik Olglilerin duyarlikli yapilmasi gerektigi gibi, bu
Olciilerden birinde yapilacak duyarlik hatasi ¢oziim kiimesi elemanlarinin gergek
degerlerinden ¢ok farkli olmasina neden olabilir.

4. ORNEK IGS AGI UZERINDE YONTEMLERIN UYGULANMASI

Bahsedilen yontemleri karsilastirmak amaciyla Sekil 1°de verilen 300 adet yeryliziine
dagilmig noktadan olusmus bir kenar ag1 kullanilmistir. Ag, IGS (International GPS
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Service) adl1 kurulus tarafindan isletilmektedir. Bu agda 30 s araliklarla GPS gézlemleri
(baz1 istasyonlarda GPS’in Rus esdegeri GLONASS gozlemleri de) toplanmaktadir.

Agda noktalar arasindaki biitiin kenarlarin Olgiildiigli varsayilmis ve bu amacla
istasyonlarin yaklasik koordinat degerlerinden bu kenarlar hesaplanmistir. Normal
denklem sisteminin dogrulugunu kontrol etmek i¢in bu yaklagik kenarlara normal
dagilimli bir raslantisal vetor eklenerek ol¢iiler simule edilmistir (Sekil 2). Agda en kisa
kenar 2 km en uzun kenar ise 12700 km civarinda olup, yeryiizii yaricapinin yaklasik iki
katidir. Agdaki tiim Slgiilerin sayis1 44850 adettir. Stokastik modelin olusturulmasinda
sabit istasyonlarla 24 saatlik gbézlem ile giiniimiizde elde edilen dogruluk
m, =3mm+1.5ppb alinmistir. Boylece oOlciiler ve bu odlgiilere ait varyans-kovaryans

matrisi olan bir sistem elde edilmis olup, Gauss—Markoff modeli uygulanabilir.

Sekil 1. Uygulama Ag1

Normal denklemlerin olusturulmasinda karsilasilan en bliylik problem; diizeltme
denklemlerindeki katsayilar matrisi 4 ile kendisinin transpozesi olan 4’ nin carpimi

olmustur. Bu; 44850%900 boyutlu iki matrisin ¢arpimi demektir ki, salt c¢arpim
sonucunda biitiin islemler yapilirsa ve elde edilecek normal denklem matrisinin simetrik
olma oOzelligi de dikkate alinirsa nXu X (u +1)/2 formiiliiyle yaklasik 18 milyar carpma

islemi yapilmasin1 gerektirir. Bunun yaninda yapilacak toplama iglemi de
(n=1)xuxu+1)/2
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Sekil 2. Yaklasik Kenarlara Eklenen Degerlerin Dagilimi
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bagintistyla hesaplanirsa, yapilacak aritmetik islem sayisi yaklasik 36 milyar olacaktir.
Bir bagka deyisle kullanilan bilgisayar 36 milyar flop operasyon yapacaktir (burada flop
tiiretme bir kelime olup ( Floating Point ) informatik alaninda sik¢a kullanilmaktadir).
Normal denklemleri kisa siirede elde edebilmek i¢cin A4 katsayilar matrisinin
Ozelliginden yararlanilmistir. Sekil 3’den de goriilecegi lizere A katsayilar matrisi her
satirinda 6 eleman icermektedir. Bu matrisin transpozesi ile ¢garpiminda bir noktaya ait
6 eleman i¢in (aslinda 9’dur ancak matrisin simetriklik 6zelliginden yalnizca iist iggen
kismi diisiiniiliirse 6’ya iner) 3 ¢arpim yapilacaktir. Bu noktanin, diger noktalarla olan
iliskisini ifade etmek icin ise tek c¢arpim yeterli olmaktadir. A ’nin sifirdan farkl

satirlar, A’ ’nin ise sifirdan farkli siitunlari vektdr seklinde depolanmistir. A4

matrisinin bu 6zelligi kullanilarak gelistirilen bir algoritma vasitasiyla gerekli aritmetik
islem sayis1 yaklagik 144000’e diismektedir. Bu da 36 Milyar islemden 250000 kat daha
azdir.
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Sekil 3. Katsayilar matrisinin sembolik gosterimi

3. Boliimde kisaca bahsedilen {i¢ yontemin ¢éziimlerinin yapilmasi amaciyla yukaridaki
algoritma kullanilmak suretiyle Sekil 1’deki aga ait NDS olusturulmustur. Uygulama
MATLAB Makro dili kullanilarak PII 350 MHz islemcili bir bilgisayarda yapilmistir.
Elde edilen NDS matrisi rank defektine sahip olup bu sayr 6’dir. Coziimiin
yapilabilmesi i¢cin NDS’nin sifir uzayr G ile genisletilerek (1) sistemi asagidaki gibi
elde edilir. Burada serbest ag c¢oziimii uygulandigindan N ’nin sifir uzayindan

bahsedilmektedir.
x| [N G|'[4 pPI
k] |[G" 0 0

Yukaridaki esitligin sag tarafinin aynen uygulanmasi halinde indirgemede sistemin rank
disiikliigii degismediginden, yani genisletilmis sistemde lineer bagimli satir ve
siitlinlarin olmas1 nedeniyle indirgeme miimkiin olmamaktadir. Sistemin rank defekti
ancak bir toplama veya ¢ikarma islemi ile giderilebilir. Bu durumda invers alma islemi,

defekti olmayan N +G' G icin yapilmalidir.

5. SONUCLAR

Calismada ele alinan 6rnek bir ag icin direkt yontemlerin degisik ¢6ziim ydntemleri
karsilagtirilmistir. Cozlimler zaman agisindan farkliliklar géstermektedir. Coziimlerin
dogruluklari, Gauss’un indirgeme metodu kullanilarak karsilagtirilmistir. Her {i¢ ¢6ziim
de yuvarlatma hatas1 mertebesinde sonuclar iretmistir (Bkz. Sekil 4). Sekil 5°te
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Cholesky ve SVD yontemleriyle hesaplanan bilinmeyenlere ait kofaktorler matrisinin
farklar1 goriilmektedir. Yalniz katsayilar matrisinin dijit sayisinin 11’in altinda alinmasi
durumunda elde edilen NDS’nin lineer bagimli satir ya da siitiinlarin sayis1 azalmakta
bu da sistemin ¢ozlimiinii olanaksiz kilmaktadir. Maksimum kenar uzunlugu 4 km olan
yerel bir agda ayn1 durum dijit sayisinin 7°den az olmasi durumunda da gozlenmistir.
Dolayistyla minimum dijit sayisinin bu sekilde degisim gostermesinin, agin boyutuyla
ilgili oldugu diistiniilmektedir.

SVD ¢o6ziim yontemiyle, diger iki yonteme nazaran sonuglar daha uzun siirede elde
edilmesine karsin, aga iliskin global dogruluk olgiitii, sistemin kondisyonunun hesabi
gibi biiytikliiklerin elde edilmesinde kaginilmaz metoddur. Cholesky metodunun kendisi
matematikte sik ancak jeodezide nadir karsilasilan pivotlama stratejisine sahiptir ve bu
metodla Tablo 1’den de goriilecegi iizere diger metodlara gore en kisa siirede sonug
tiretmektedir.

x10°

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Bilinmeyen

Sekil 4. Gauss ve Cholesky yontemleriyle elde edilen bilinmeyen vektoriiniin karsilagtiriimasi

-15

2 . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Qxx kosegen elemanlari

Sekil 5. Cholesky ve SVD yontemleriyle elde edilen kofaktorler matrisinin karsilastirilmasi
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Tablo 1. Farkli yontemlerin ¢dziim siireleri (sn biriminde)

YVéntem Carpanlara Ters Alma Toplam
Ayirma

SVD 192.8 479 240.7

QR 29.9 30.8 60.7

Cholesky 3.7 46.8 50.5

Gauss - - 5170.0
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